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Rettevejledning

Opgave 1. Vi betragter fjerdegradspolynomiet P : C — C, som er givet
ved forskriften

Vze C: P(z) = 2* +42° + 142% + 202 + 25.
Desuden betragter vi differentialligningerne

d*x B Az dx
— 44—+ 14— +20— + 252 =0
(+) art s Tltge T e
og
d*z d>x d*x dx

(1) Vis, at udsagnet

+ 252 = 25t% + 65t + 98.

Vze C:P(z) = (z2+22+5)2
er opfyldt.

Lgsning. Ved almindelig udgangning af parenteser finder vi, at

2
VZGC:(22+22+5) = 2%+ 423 +142% + 202 + 25.

(2) Bestem samtlige rgdder i polynomiet P, og angiv rgddernes multi-
pliciteter.

Lgsning. Vi finder, at

P24 2245=0&2=—1=+2,

sa polynomiet P har rgdderne z; = —1+ 2i og 20 = —1 — 24, der begge
har multipliciteten 2.



(3)

Bestem den fuldsteendige lgsning til differentialligningen (x).

Lgsning. Den fuldsteendige lgsning til differentialligningen (x) er
x = cre” " cos(2t) + coe ' sin(2t) + cste ' cos(2t) + cute "t sin(2t),
hvor ¢, ¢, c3,¢c4 € R.

Godtggr, at differentialligningen (x) er globalt asymptotisk stabil.

Lasning. Differentialligningen (x) er globalt asymptotisk stabil, fordi
realdelen af alle de karakteristiske rgdder er negativ.

Bestem den fuldsteendige lgsning til differentialligningen ().

Lgsning. Vi geetter pa en lgsning & = At?> + Bt + C, og vi ser, at
' =2At+ B og 2" = 2A, mens 2" = 1" = 0.

Ved indsattelse i differentialligningen (%) ser vi, at
28A + 40At + 20B + 25At* + 25Bt + 25C =

25At* + (404 + 25B)t + (28A + 20B + 25C) =
25t* + 65t + 98,  Vte€ER,
saA=1,B=10g(C =2.
Den fuldsteendige lgsning til (*x*) er derfor
x = cre” " cos(2t)+cae ! sin(2t) +czte ! cos(2t) +eate” sin(2t) +7 42,
hvor ¢y, ¢, c3,¢c4 € R.
En homogen linezer differentialligning (* * %) har det tilhgrende karak-
teristiske polynomium @) : C — C med forskriften
3
VzeC:Q(z) = (22+22+5) :

Bestem den fuldsteendige lgsning til differentialligningen (x * x).

Lgsning. De karakteristiske rgdder for differentialligningen (x * *) er
abenbart z; = —1 + 2i og 2o = —1 — 2i (jvf. det ovenstaende), der
begge har multipliciteten 3.



Den fuldsteendige lgsning til (x * %) er derfor
T = cie " cos(2t) + coe” ' sin(2t) + cste” " cos(2t)+

cate ! sin(2t) + cst’e " cos(2t) + cot’e ! sin(2t),

hvor ¢, s, c3, ¢4, C5,c6 € R.

Opgave 2. Vi betragter korrespondancen F': R — R, som har forskriften

0,1], forz <0
F(z)=<¢1]-3,3], for0<z<1,
0,2], forz>1

og den funktion f:R? — R, som er givet ved udtrykket
V(z,y) €R*: f(z,y) =2” +y°.

(1) Vis, at korrespondancen F' har afsluttet graf egenskaben.

Lgsning. Da grafen for korrespondancen F' er en afsluttet delmaengde
af R?, har F afsluttet graf egenskaben.

(2) Vis, at korrespondancen F ikke er nedad hemikontinuert.

Lgsning. Lad os fx se pa punktet o = 0. Da er F'(0) = [-3,3]. Velg
tallet yo = 3 € F(0). Veelg desuden en konvergent folge (zj), hvor
x < 0 for ethvert k£ € N, sa () — 0—. Enhver konvergent folge (yy),
hvor y € F(xy) = [0, 1], kan ikke have graensepunktet yo = 3. Altsa er
F' ikke nedad hemikontinuert.

(3) Vis, at korrespondancen F' er opad hemikontinuert.
Lgsning. For alle z € R har man, at F(z) C [—4,4], og da [—4,4]
er kompakt, og da F' har afsluttet graf egenskaben, sa er F' ogsa opad

hemikontinuert.

(4) Bestem mangden af alle fikspunkter for korrespondancen F'. [Et fiks-
punkt for F' er et punkt, sa z € F(z).]

Logsning. Maengden af alle fikspunkter for f er intervallet [0, 2].



(5) Bestem en forskrift for veerdifunktionen V' : R — R, idet udsagnet
Ve eR:V(z)=max{f(z,y) |y € F(x)}
er opfyldt.

Lgsning. Vi finder, at

224+ 1, forz <0medy=1
9, for x =0 med y = £3
2249, forO0<z<lmedy==+3"
2?2 +4, for x> 1medy =2

Vi(x) =

(6) Bestem en forskrift for maksimumskorrespondancen M : R — R, som
er defineret ved udtrykket

Vo eR: M(x) = {y € F(x) | V(x) = f(z.y)}.

Lgsning. Af det foregaende fremgar det, at

{1}, forz <0
{=3,3}, forz=0
{-3,3}, for0<z<1"
{2}, for x > 1

M(zx) =

Opgave 3. Vektorrummet R"™ teenkes forsynet med det ssedvanlige indre
produkt (prikproduktet). Lad (zx) og (1) veere to konvergente folger pa R”
med graensepunkterne x henholdsvis z.

(1) Lad a € R" vaere en fast valgt vektor. Vis, at talfolgen (yx) = (a - xx)
er konvergent med graensevaerdien y = a - x.

Lgsning. Hvis a = 0, er sagen triviel. Hvis a # 0, og € > 0 er givet,
ser vi, at

0<l|a-zp—a-z[=la-(zp —2)] < ||afl[lzx — 2| <lalle

for ethvert k € N fra et vist trin ky. Heraf fremgar pastanden. Bemeerk,
at vi har benytte Cauchy-Schwarz’ ulighed.



(2) Vis, at talfplgen (vy) = (xy - 2zx) er konvergent med graenseveerdien
v=1x-2.

Lgsning. Vi finder, at
O0<|ow—v|=|or-2z—x-2z|=|(ap—2) 2z +2- (2 —2)] <

lzx = {lflzell + llz{llz = 2]]-

Lad € > 0 veere givet. Fra et vist trin, har vi, at
Iz = zill <€ [l —axl < e og [lzl = llze — 2+ 2l| < e+ =]
Heraf fremgar pastanden straks.
(3) Lad (wy) veere en folge pa R", som opfylder betingelsen
VkeN:|w|>1.
Vis, at folgen (uy), som er defineret ved forskriften
Wi,

VkGNUk:m,
k

har en konvergent delfglge (us,).

Lasning. Folgen (uy) er en folge af vektorer pa enhedssfaeren
5(0,1) ={z e R" | [|z]| = 1},

som er en kompakt maengde. Heraf folger pastanden straks.

Opgave 4. Vi betragter integralet

I(z) :/01 <2$+6t.j32> dzf:/o1 (21‘+6t (CZ>2> dt

og den funktion F : R? — R, som har forskriften

V(z,y) € R*: F(x,y) = 2x + e'y>.



(1) Vis, at funktionen F' er konveks overalt pa definitionsmeengden R2.

Lgsning. Vi ser, at

Da fglger det, at ' har Hessematricen

v (0 0
F _<0 26t>'

Heraf ser vi, at matricen F” er positiv semidefinit, sa funktionen F' er
abenbart konveks.

(2) Bestem den funktion x* = 2*(¢), der minimerer integralet I(x), idet
betingelserne z*(0) = 0 og #*(1) = 3e~! er opfyldt.

Det er klart, at det givne variationsproblem er et minimeringsproblem.

Eulers differentialligning er

OF d (OF

8x_dt<6x> :0<:>2—Q€ti’—2€tj§:0<:>j+j7:€7t.
Den tilhgrende homogene differentialligning & + @ = 0, har den fuld-
steendige lgsning x = cie™! + ¢y, hvor ¢, ¢ € R.

En lgsning til den givne inhomogene differentialligning ma have formen
7 = Ate™, og vi far sa, at

¥ =Ae " — Ate™" og 3" = —2A4e7" + Ate™".

Vi finder herefter, at A = —1, sa den fuldsteendige lgsning til Eulers
differentialligning er

r=ce ' +cy—te

hvor ¢, € R.

Ud fra de givne randvaerdibetingelser finder vi, at ¢; + co = 0 og

cre b4y —e =3¢t Dafar vi, at ¢; = 71: 0g C2 = ;fr

Den sggte lgsning er derfor




